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MODELOWANIE ROZMYTE 

W STRATEGIACH AUKCYJNYCH

Streszczenie
Aukcją nazywamy rodzaj publicznej sprzedaży, licytacji różnych towarów lub przedmiotów (np. dzieł sztuki), gdzie nabywcą staje się osoba oferująca najwyższą cenę[1]. Istnieje wiele typów aukcji. Podstawowym kryterium podziału aukcji jest forma zgłaszania ofert oraz tryb przeprowadzania aukcji przez prowadzącego – licytatora. Najbardziej znaną aukcją jest „aukcja angielska” – licytacja. Przedmiot zostaje sprzedany temu, kto zaoferował najwyż-szą kwotę (ofertę). Innym rodzajem aukcji jest zastosowanie procedury polegającej na prze-kazywaniu przez kupców swoich ofert w kopertach. Takie aukcje nazywa się „statycznymi” gdyż żaden z kupujących nie ma możliwości reagowania na postępowanie innych[2] - po oddaniu ofert w kopertach pozostaje już tylko czekać na ich otwarcie. Innym, charakterystycznym rodzajem aukcji jest aukcja Vickrey’a – aukcja drugiej ceny. Przedmiot sprzedawany jest osobie, która zadeklaruje najwięcej, jednak nie nabywa ona przedmiotu po proponowanej przez siebie cenie, a po cenie najwyższej wśród ofert pozostałych zainteresowanych. 
W tego rodzaju aukcji gracz nie ma wpływu na cenę, za którą ewentualnie kupi obiekt, 
a najwyżej na to czy go kupi[2]. Wspólną cechą aukcji jest możliwość naturalnego przedstawienia w teorii gier. Zbiory strategii mogą być duże a opisy każdej z nich skomplikowane, zawsze jednak istnieje jednoznaczna, znana wszystkim uczestnikom proce-dura, która przypisuje wybranym przez nich strategiom wynik aukcji – to, komu zostanie sprzedany przedmiot aukcji i za jaką cenę [2]. W niniejszym artykule przedstawiona zostanie koncepcja wyboru optymalnej strategii aukcyjnej przy zastosowaniu zbiorów rozmytych (ang. Fuzzy sets).
1. AUKCJA PIERWSZEJ CENY „Z ZALAKOWANYMI 

KOPERTAMI”

Aukcje, w których gracze składają swoje oferty w zalakowanych kopertach należą do aukcji statycznych, odnoszą się do zamówień publicznych lub sprzedaży nieruchomości. Każdy uczestnik aukcji zgłasza jedną ofertę, nie posiada on informacji na temat tego, jakie kwoty zgłosili jego konkurenci. 

Przyjmijmy ze nasza aukcja ma dwóch kupujących. Składają oni w ko-pertach niezależnie od siebie oferty kupna przedmiotu. Jako wysokości złożonych ofert przyjmijmy oznaczenia: wK – oferta pierwszego gracza,

wL – oferta drugiego gracza.

Każdy z graczy ustala własną waluację – kwotę jaką jego zdaniem wart jest przedmiot. Jeśli kupujący n zakupi przedmiot po cenie równej jego waluacji an, na transakcji nic nie zyska an – wn = 0.

Jeśli graczowi uda się natomiast kupić przedmiot za kwotę mniejszą od tej, którą jego zdaniem wart jest towar, wtedy możemy mówić o jego wypłacie, sumie którą zarobił na transakcji, innymi słowy kupił towar po ce-nie niższej niż jest on jego zdaniem wart.

Przy opcji trzeciej, kiedy oferta gracza jest wyższa od jego ewaluacji wypłata kupującego będzie ujemna. Jest to jednak sytuacja z oczywistych powodów rzadko stosowana przez graczy.

W każdym z opisanych powyżej przypadków wypłata drugiego kupują-cego wyniesie zero - ten gracz ani nie stanie się nowym właścicielem przed-miotu ani nie wyda pieniędzy. 

2. RÓWNOWAGA NASHA

W latach pięćdziesiątych John Nash (laureat Nagrody Nobla z ekonomii 
w 1994r.) udowodnił, że każda gra strategiczna ze skończoną ilością strategii każdego gracza, która spełnia pewne założenia posiada równowagę. W grach o sumie dowolnej, o których mówi twierdzenie Nasha gracze nie maja powodu, aby ukrywać przed sobą nawzajem wybory własnych strategii. Nash dowiódł, iż interesy graczy wcale nie musza być przeciw-stawne, nie należy wobec tego zakładać, że gracze dążą do jak najmniejszej wypłaty konkurentów. Innymi słowy gracz K wybiera to co dla niego najlepsze podczas gdy gracz L robi to co robi, a gracz L wybiera to co dla niego najlepsze podczas gdy gracz K robi to co robi [4].

W przypadku aukcji z „zalakowanymi kopertami” mamy do czynienia 
z grą z niekompletną informacją – gracze składają swoje oferty w tym samym czasie i nie mają żadnych informacji na temat ofert konkurentów, 
w związku z tym w niniejszym artykule wykorzystana zostanie Bayesowska równowaga Nasha.

3. BAYSOWSKA RÓWNOWAGA NASHA W AUKCJI PIERWSZEJ CENY

Przyjmijmy, że każdy z naszych graczy złoży ofertę w wysokości pro-porcjonalnej do swojej waluacji g*a. Zajmijmy się teraz wyznaczeniem najlepszej strategii gracza K przy założeniu, że gracz L stosuje strategię 
wL = gL*aL. Jak już wspomniano, jeśli gracz K wygra aukcję, jego wypłata będzie wynosić tyle ile różnica pomiędzy waluacją a złożona przez niego ofertą.. Chcąc wygrać jak najwięcej licytujący będzie dążył do tego aby wartość w była możliwie jak najmniejsza. Jeżeli jednak gracz K obniży oferowaną kwotę, jego szansa wygranej będzie mniejsza. Gracz K może wygrać aukcję wtedy i tylko wtedy, kiedy jego konkurent złoży ofertę niższą od wK. Gracz L składa ofertę w sposób wyznaczony przez funkcję 
FL =  g*aL      

Jego oferta wyniesie w, jeśli jego waluacja będzie równa w/g, jeżeli natomiast jego waluacja byłaby niższa niż w/g, złożyłby on ofertę niższą 
od w.

Ponieważ waluacja  aL jest losowana zgodnie z rozkładem jednostajnym, między 0 a max, prawdopodobieństwo, że aL < w/g, wynosi w/maxg [3]. Reasumując, jeśli gracz K zaoferuje w, może się spodziewać zwycięstwa 
w licytacji z prawdopodobieństwem w/maxg.

Kiedy licytujący – gracz K zaoferuje swoja ofertę w, jego oczekiwana wypłata wynosić będzie tyle, ile iloczyn prawdopodobieństwa wygranej 
i wielkości nadwyżki, jaką otrzyma jeśli wygra (aK – w)w/maxg. Aby znaleźć optymalną ofertę gracza K, należy obliczyć pochodną tej funkcji względem oferty w i przyrównać ją do zera[3]. Otrzymany wynik 
to w = aK/2, najlepszym więc wyjściem dla gracza K jest złożenie oferty równej połowie jego waluacji. Parametrem stosowanym przy składaniu ofert obu licytujących jest g = ½, tak więc ich strategie:

wK(aK) = aK/2 dla gracza pierwszego oraz

wL(aL) = aL/2 dla drugiego gracza 

tworzą Bayesowską równowagę Nasha.

4. WYKORZYSTANIE MODELOWANIA ROZMYTEGO 
W AUKCJI VICKREYA
W poprzedniej części artykułu, waluacja oraz oferty obu graczy zostały dokładnie sprecyzowane i wynoszą dla gracza A: aK i wK, a dla gracza B: 
aL oraz wL.

Stosując modelowanie rozmyte parametrowi waluacji przyporządkujemy pewien zakres. Przyjmijmy, że dla obu graczy zakresy te będą wyglądać następująco: 

[image: image1.png]age [ag, a], acfar, ar



.

Poniżej przedstawiony zostanie przykład przebiegu aukcji. Uwzględnio-ne zostaną w nim przedziały wartości charakteryzujących zachowanie posz-czególnych licytujących. W przykładzie wyróżnić możemy trzy funkcje przynależności:

· duże prawdopodobieństwo wygranej przy wysokiej wypłacie,

· bardzo duże prawdopodobieństwo wygranej przy niskiej wypłacie,

· małe prawdopodobieństwo wygranej, jeśli gracz wygra dostanie bardzo wysoką wypłatę.
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Rys. 1. Wizualizacja przebiegu aukcji dla gracza K

Źródło: Opracowanie własne.
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Rys. 2. Wizualizacja przebiegu aukcji dla gracza L

Źródło: Opracowanie własne

Obszar j na obu rysunkach przedstawia zakres waluacji graczy[image: image4.png]


, 
a wartości wK oraz wL  to złożone przez nich oferty. Obszar[image: image5.png]


, 
to obszar, w którym złożenie oferty przez graczy byłoby najkorzystniejsze, jest to obszar dużego prawdopodobieństwa wygranej przy wysokiej wypłacie. Zakresem małego prawdopodobieństwa wygranej jest obszar
i([a, t], a obszar charakteryzujący funkcję o bardzo dużym prawdo-
podobieństwie wygranej lecz przy tym przy niskiej lub zerowej wypłacie 
to obszar [image: image6.png]


. 

Gracz K złożył swoją ofertę w obszarze największego prawdopodo-bieństwa wygranej, jego oferta wynosi połowę przyjętej przez niego waluacji, gracz L natomiast pomimo tego, że maksymalna wartość jego waluacji jest o wiele wyższa od maksymalnej przyjętej przez gracza K, postanowił zaryzykować i zaoferować kwotę o wiele niższą od połowy jego waluacji, licząc na wysoką wypłatę w razie wygrania licytacji. Ryzyko nie opłaciło się graczowi L, aukcję wygrał gracz K ze swoją ofertą wK. Wypłata gracza K wyniesie [image: image7.png]


, przy zerowej wypłacie gracza L.

PODSUMOWANIE

Aukcje służą przede wszystkim usprawnieniu procesów wymiany pomiędzy stronami. Sprzedający dzięki aukcjom chcą uzyskać jak najwyższą cenę 
za sprzedawany towar, natomiast kupujący chcą kupić przedmiot po 
jak najniższej cenie. W aukcjach pierwszej ceny występuje odwrotna zależność pomiędzy prawdopodobieństwem zwycięstwa, a wielkością uzyskanej w przypadku wygranej wypłaty [3]. Osoby uczestniczące w tego rodzaju aukcjach powinny składać ofertę niższą od własnej waluacji. 
W niniejszym artykule przedstawiony został przykład wyboru optymalnej strategii dla aukcji pierwszej ceny przy zastosowaniu zbiorów rozmytych.
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