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Macierzy Boolowskiej i ich zastosowania do analizy
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 struktur cyfrowych równoległych
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MACIERZY BOOLOWSKIEJ I ICH ZASTOSOWANIA DO ANALIZY STRUKTUR CYFROWYCH RÓWNOLEGŁYCH

Abstract:

In this article we study a process of creating and analyzing of an electronic digital model 
of objects, that can be described only by means of operations of arithmetical addition and multiplication. The logical network is an electronic circuit intended for solving of equations and first of all the problems, reducing to solving algebraic equations. We solve the problem by means of simulation of digit logical equations with using digit logical structures. We describe the construction of digit logical networks with feed-back circuits and their analysis by Boolean matrix mapping.

Tworzenie komputerowych modeli obiektów jak i reguły są związane 
z przetwarzaniem ich matematycznych modeli. Przy tym, w zależności od cech charakterystycznych jakie powinien posiadać komputerowy model obiektu oraz zasad będących podstawą jego syntezy, przekształcenia mogą mieć mniej lub bardziej złożony charakter. Podczas tworzenia cyfrowych równoległych struktur[2], wyjściowy matematyczny opis obiektu zostaje przetransformowany w system pozycyjno – logicznych równań zgodnie 
z zasadami pozycyjnego obliczania, przedstawionego w pracy [3], lub też poprzez zastosowanie kolejnych logicznych macierzy operacji matema-tycznych [4]. W obu przypadkach z wyjściowego matematycznego modelu obiektu zadanego, na przykład, w postaci systemu algebraicznego lub innych równań otrzymywany jest system równań logicznych względem pozycji poszukiwanych zmiennych i zadanych wielkości. W zależności 
od przyjętego sposobu kodowania wartości, sposobu przedstawienia wartości ujemnych, wybranej pozycji siatki można otrzymać różne systemy logicznych równań. Sposoby te stanowią matematyczny opis modelo-wanego obiektu, według którego realizowana jest synteza odpowiedniej struktury cyfrowej.

Przy rozwiązywaniu zadania za pomocą struktur cyfrowych równoleg-łych, pojawia się pytanie dotyczące istnienia rozwiązania logicznych równań oraz czy rozwiązanie to jest jedyne. Rozwiążemy zadanie wyko-rzystując aparat przekształceń macierzy boolowskiej, przedstawiony w po-zycji [1]. Zauważmy, że w wyniku przekształcenia wyjściowego mate-matycznego modelu obiektu pozycyjno – logiczne równania częściej otrzy-muje się w wyniku zastosowania zupełnych wielomianowych normalnych funkcji (PSNF). Z tego powodu przytoczymy dwa twierdzenia będące podstawą aparatu przekształcenia macierzy boolowskich dla równań zada-nych w PSNF. Dowody tych teorii wynikają ze słuszności analogicznych teorii odpowiednich równań logicznych przedstawionych w postaci wielo-mianowej zupełnej sumy logicznej (PDNF) [1]. 

Pokażemy, że system równań logicznych 

yk = (k( x1, x2, ..., xm.),       k = 1, 2, ..., n,                    (1)

określa n boolowskich zmiennych y1, y2, ...,yk przez m boolowskich zmiennych x1, x2, ..., xm poprzez zastosowanie PSNF. Wiadomo, że (1) można zapisać jako yk = x1(k1 (  x1’(k2, gdzie (k1 i (k2 – pewne wielomiany mod2, zależne od zmiennych x1, x2, ..., xm Rozpatrzymy przy jakich warunkach x1 można wyrazić poprzez PSNF w zależności od yk.

x1 = f(y1, y2, ...,yk).                                        (2)

Jeśli w ogólnym przypadku przedstawimy (2) jako zbiór par wielu ele-mentarnych koniunkcji, to prawdziwy jest następujący wniosek. Po to aby x1 było zadana funkcją f(y1, y2, ...,yn) przedstawioną w postaci PSNF, warunkiem koniecznym i wystarczającym jest 

f((11, (21, ..., (n1) = 1;

f((21, (22, ..., (n2) = 0.

Układ równań (1) może być zadany również w następującej postaci:
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Gdzie odpowiednie elementarne koniunkcje przemnożone przez współczynniki bij, które mogą przyjmować wartości 0 lub 1, 
a  
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dla wszystkich j (2m.-1. 

Prawdziwy jest następujący dowód. Po to, aby x1 było zadaną funkcją f(y1, y2, ...,yk) przedstawioną w postaci PSNF warunkiem koniecznym 
i wystarczającym jest 

f( b1j, b2j, ..., bnj) = 1,       1 ( j ( 2m-1;

f( b1j, b2j, ..., bnj) = 0j,    2m-1 < j ( 2m.

Te warunki nie wiążą zmiennych x2, ..., xm lecz niektóre stałe współ-czynniki określone w wyjściowym systemie równań. Przy czym w skład nich wchodzą komplety elementarnych koniunkcji współczynników 
b1j, b2j, ..., bnj, 1 ( j ( 2m. Wszystkie możliwe kombinacje elementarnych koniunkcji można rozmieścić w prostokątnej macierzy zgodnie z nastę-pującymi regułami: wszystkie elementarne koniunkcje z indeksem j rozło-żone zostają w kolumnie jedna pod drugą. Kolumny te zostaną zapisane 
w rzędzie od lewej do prawej w porządku wzrastania j. W każdej kolumnie elementarne koniunkcje, zapisane w kodzie dwójkowym, rozmieszczone 
są w porządku rosnącym. Ponad to, 0 w liczbie odpowiada logiczna inwersja odpowiedniego współczynnika, zaś 1 – jego prawdziwa wartość. 

Na przykład, elementarne koniunkcje współczynników b1j, b2j, b3j zapisywane są jedna pod drugą w kolumnie w następującym porządku b'1jb'2jb3j, b'1j b'2jb3j, b'1jb2jb'3j, ... ,b1jb2jb3j, gdzie ‘ – oznacza znak logicznej negacji. Umieszczenie jednej jedynki w tej kolumnie powoduje umieszczenie wszystkich kolumn współczynników w wyjściowym systemie równań logicznych. W ten sposób w prostokątnej macierzy zbudowanej 
z kolumn współczynników, zgodnie z przedstawionymi regułami, w każdej kolumnie może znajdować się tylko jedna jedynka, zaś wszystkie inne człony są równe 0. Macierz ta nosi nazwę macierzy boolowskich prze-kształceń i zapisywana jest następująco: B = [(lj].

W przypadku gdy n = m= 2 system równań logicznych 

y1 = b11x’1x’2 ( b12x1x’2 ( b13x1x’2 ( b14x1x2;

              y2 = b21x’1x’2 ( b22x’1x2 ( b23x1x’2 ( b14x1x2;                     (3)

przedstawiony w postaci PSNF może być określony za pomocą macierzy boolowskich przekształceń następująco

	
	b’11b’21
	b’12b’22
	b’13b’23
	b’14b’24
	

	B =
	b’11b21
	b’12b22
	b’13b23
	b’14b24
	(4)

	
	b11b’21
	b12b’22
	b13b’23
	b14b’24
	

	
	b11b21
	b12b22
	b13b23
	b14b24
	


Aby krótko zapisać macierz B, wygodniej jest stworzyć macierz dwój-kowych kompletów A = [akl], k = 1, 2, ..., n, l = 1, 2, ..., 2n, która składa się z n wierszy i 2n kolumn. Elementy kolumny l określane są przez numer kolumny w systemie zliczania l – 1 = a1l2n - 1  + a2l2n – 2 + ... + anl20, zapisanym w linii pionowej , przy czym starsze pozycje numeru kolumny znajdują się w górnej jego części. Przy n = m = 2 otrzymamy

	A =
	0
	0
	1
	1

	
	0
	1
	0
	1


 Teraz współczynniki bkj w równaniu (3) zapisane zostaną w następującej postaci 
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gdzie (j – elementarne koniunkcje zmiennych x1, x2, ..., xm stopnia j. Łatwo dowieść, że prawdziwa jest następująca zależność
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gdzie a’kl – elementy macierzy A, w której wszystkie jedynki zostały zamienione na zera i na odwrót. Zapisując na podstawie (5), (6) elementarne koniunkcje ze zmiennych y1, y2, ...,yn można zauważyć, że pośród wszystkich logicznych iloczynów akl tylko jeden będzie różny od 0 
i odpowiednio równy 1, a mianowicie, ten który odpowiada logicznemu iloczynowi akl, l = 2n. Na przykład, podstawiając y1 i y2, otrzymane z (6), otrzymujemy 
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Oczywiste jest, że iloczyny a1la2l są równe 0, z wyjątkiem a1la2l (l = 2n) co wynika z macierzy A. 

W taki sposób elementarna koniunkcja zmiennych y1, y2, ...,ym można zapisać krótko wykorzystując odpowiednie elementarne koniunkcje zmien-nych x1, x2, ..., xm , jako 
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Dlatego każda zamiana m boolowskich zmiennych x1, x2, ..., xm  na n boolowskich zmiennych y1, y2, ...,yn odpowiada ekwiwalentnej zmianie 2m. elementarnych koniunkcji z x1, x2, ..., xm  na 2n elementarnych koniunkcji 
z y1, y2, ...,yn, które mogą być przedstawione w postaci macierzy

( = B(                                                   (8)

przy czym człony macierzy są, jak pokazano wyżej, prostą kombinacją współczynników w równaniu wyjściowym. 

Macierz B przemnożona przez wektor koniunkcji (, zawiera jedynie komponenty, które są równe 1 tylko w jednym komplecie, natomiast wektor zawiera wszystkie komponenty PSNF. Relacje typu 1(1 = 0 przy wyko-nywaniu operacji mnożenia nie występują. Tym niemniej mnożenie zgodnie ze wzorem (8) wymaga kilku wyjaśnień. Macierz B zawiera w każdej kolumnie tylko jedną jedynkę, która dzieli cały pozycyjny wektor na 2m. komponentów. Jego rozmiar jest równy rozmiarowi wektora (, składającego się z elementarnych koniunkcji PSNF rozmieszczonych w takiej samej kolejności jak elementarne koniunkcje współczynników bkj i blj. Dlatego obecność 1, na przykład, w siódmym wierszu pierwszej kolumny macierzy B decyduje o konieczności przeprowadzenia pozycyjnego logicznego mno-żenia dwóch boolowskich wektorów.

	1
	
	x’1 x’2 x’3

	1
	(
	x’1 x’2 x’3

	0
	
	x’1 x’2 x’3


Oznacza to istnienie w dwóch pierwszych równaniach systemu logicz-nych równań koniunkcji x’1 x’2 x’3 i jej nieobecność w równaniu trzecim.

Również interesujący jest przypadek, gdy macierz B jest kwadratowa. 
W celu otrzymania wzajemnego jednoznacznego przekształcenia warun-kiem koniecznym i wystarczającym jest obecność pełnej zgodności pomię-dzy kompletami elementarnych koniunkcji dwóch grup zmiennych. Stąd wynika, że system równań logicznych (1) przy n = m może być rozwiązany względem x1, x2, ..., xm jeśli odpowiednia macierz b nie jest osobliwą w sys-temie zwyczajnej teorii macierzy, tj. detB ( 0. Naturalnie, w tym przypadku macierz B powinna zawierać tylko jedną 1 w wierszu i kolumnie oraz powinna być macierzą przestawień. Jeśli macierz B ma rozmiar 2m. 
to istnieje 2m. wzajemnie jednoznacznych przekształceń m – zmiennych 
na m – zmiennych. 

Interesujący jest fakt, że warunek nie osobliwości macierzy B wymaga istnienia w każdym równaniu yk istnienia 2m – 1 koniunkcji zmiennych 
x1, x2, ..., xm
Przedstawimy system dwóch równań logicznych zadany jako macierz boolowskich przekształceń

	
	
	
	1
	

	B =
	
	1
	
	

	
	1
	
	
	

	
	
	
	
	1


Zgodnie z regułami opisanymi powyżej otrzymamy

	y1
	 =    
	1(x’1x’2
	(
	0(x’1x2
	(
	0(x1x’2
	(
	1(x1x2

	y2
	  
	0(x’1x’2
	
	1(x’1x2
	
	0(x1x’2
	
	1(x1x2


Zauważymy pozycyjno – logiczną zgodność pomiędzy numerem wiersza macierzy B, w którym znajduje się 1 w każdej z kolumn, oraz kompo-nentami pozycyjnego wektora, przez który przemnożone są odpowiednie koniunkcje. Zapiszemy pozycyjne wektory zawierające 1 w kolumnach ma-cierzy słowa z prawej strony

	1
	,
	0
	,
	0
	,
	1
	,

	0
	
	1
	
	0
	
	1
	


co odpowiada numerom wierszy 2, 1, 0, 3 rozpoczynając od stanu wiersza 
z 0. Minimalizując otrzymane równania znajdujemy

y1 = x1 ( x’2
y2 = x2.

Rozwiążemy ten system równań względem zmiennych x1, x2. W tym celu znajdziemy macierz odwrotną B- 1 zgodnie z regułami algebry macierzowej
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. Otrzymamy

	
	
	
	1
	

	B– 1 =
	
	1
	
	

	
	1
	
	
	

	
	
	
	
	1


W tym przypadku B = B-1, dlatego rozwiązanie wyjściowego systemu równań względem zmiennych x1, x2 jest analogiczne do wejściowego

x1 = y1 ( y’2,

x2 = y2.

Niech teraz wyjściowy system równań zadany macierzą przekształceń boolowskich będzie następujący

	
	
	
	
	1

	B =
	1
	
	
	

	
	
	1
	
	

	
	
	
	1
	


Określa ją następujące równania

y1 = x1 ( x2,

y2 = x’2.

W następujący sposób znajdujemy macierz B- 1

	
	
	1
	
	

	B– 1 =
	
	
	1
	

	
	
	
	
	1

	
	1
	
	
	


W wyniku rozwiązania systemu rownań otrzymamy 

x1 = y’1 ( y2,

x2 = y’2  

Analiza równań logicznych prowadzi właściwie do zupełnych wielo-mianowych normalnych wzorów, w których należy posługiwać się macie-rzami boolowskich przekształceń, zaś przy upraszczaniu pozycyjnych równań częściej dochodzimy do wielomianów mod2. W związku z tym można racjonalnie zapisać wzajemną relację pomiędzy współczynnikami bkj PSNF i współczynnikami (kj w wielomianach modulo 2. Na przykład, przy n = m = 2 równania (3) mają taką samą postać jak wielomiany modulo 2. 

y1 = (11 (  (12x1 (  (13x2 (  (14x1x2,

y2 = (21 (  (22x1 (  (23x2 (  (24x1x2.

Wzajemne relacje pomiędzy odpowiednimi współczynnikami łatwo jest uzyskać poprzez zestawienie tych równań jako następujących wzorów:

b11 = (11;                                                                              (11 = b11;
b12 = (11 ( (13;                                                                 (12 = b11 ( b13; 
b13 = (11 ( (12;                                            (13 = b11 ( b12;  
b14 = (11 ( (12 ( (13 (  (14;                        (14 = b11 ( b12 ( b13 ( b14;   

Rozpatrzymy przykładowe macierze boolowskich przekształceń do ana-lizy procesów obliczeniowych towarzyszących rozwiązywaniu równań lo-gicznych metodą iteracji. Zaproponujemy następujący wyjściowy model matematyczny ax = f, gdzie a – stały współczynnik, x, f – zmienne poszuki-wana i zadana, przekształcony w celu wykonania procesu iteracyjnego
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Możliwe są dwa warianty organizacji procesu obliczeniowego. Jest 
to związane z tym, że obliczenia wykonywane są w ograniczonej pozycyjnej siatce. Jeśli zmienne i współczynniki posiadają m pozycji dwójkowych 
to ilość pozycji po przekształceniu jest równa 2m. Dlatego przy wyko-nywaniu operacji można uwzględnić tylko m pozycji iloczynu, podczas gdy można wykonywać wszystkie obliczenia w pozycyjnej siatce, zawierającej 2m pozycji. Rozpatrzymy rozwinięcie procesów obliczeniowych w tych dwóch przypadkach. W celu pokazania wyników przeprowadzimy badanie 
z małą długością w pozycyjnej siatce, jednakże zmiana długości pozycyjnej siatki nie zmienia charakteru powstających procesów. Zakładamy, że m = 4, 
a = 0,1000 (1/2), f = 0,011 (3/8) zaś liczby ujemne przedstawione będą 
w kodach uzupełniających do 1.

W celu otrzymania pozycyjno – logicznych równań korzystamy z równań złożenia pozycyjnych wektorów [3,5]:

	x0
	
	0
	
	0
	
	x0x1 ( x0x2 ( x0x1x2

	x1
	=
	x0
	+
	0
	=
	x1 ( x2 ( x3 ( x0x2

	x2
	
	x1
	
	1
	
	1 ( x2 ( x3

	x3
	
	x2
	
	1
	
	1 ( x2


W celu otrzymania macierzy boolowskich przekształceń znajdziemy współczynnik bkj w równaniach wielomianowych zgodnie z analogicznymi wzorami [3]. Wprowadzimy wyniki do macierzy [(lj] (4). W rezultacie otrzymamy macierz, która ma taki właściwości: 

· w klatkach macierzy, gdzie (lj nie jest równy 1, znajdują się war-tości równe 0. Jednak wartości (lj zerowe i niezerowe są zapisane tylko na głównej przekątnej, aby je wyodrębnić. Przeanali-zowawszy otrzymana macierz zauważymy, że rząd macierzy nie jest równy jej rozmiarowi;

· współczynniki (lj = 1, l = 1 leżące na głównej przekątnej określają wartość poszukiwanej zmiennej spełniającej równania wyjściowe;

· liczba wielu pośrednich procesów począwszy od początkowej wartości poszukiwanej zmiennej aż do rozwiązania jest dokładnie równa błędowi macierzy, w tym przypadku 8;

· przy wszystkich początkowych wartościach poszukiwanej zmien-nej proces iteracji sprowadza się do rozwiązania w końcowej liczbie kroków;

· liczba kroków iteracji (długość procesu przejściowego) jest kreś-lona przez początkowe znaczenie poszukiwanej zmiennej;

· istotne są tylko dwie wartości poszukiwanej zmiennej, które speł-niają równania wyjściowe (dwa rozwiązania);

W rzeczywistości wyjściowym równaniom odpowiadają dwa wektory pozycyjne:

	0
	
	0
	

	1
	(5/8)
	1
	(6/8)

	0
	
	1
	

	1
	
	0
	


Rozpatrzmy sytuację pojawiająca się przy wykonywaniu mnożenia bez zaokrąglania. W tym celu konieczne jest wykonanie operacji cyklicznego przesunięcia mnożenia zgodnie z algorytmem przedstawionym w pracy [6]. W rezultacie otrzymamy równania pozycyjne

x0 = x3 ( x0x1 ( x0x2 ( x0x1x2;

x1 = x0 ( x1 ( x2 ( x1x2;

x2 = 1 ( x1 ( x0x1x3 ( x0x1x2x3;

x0 = 1 ( x2 ( x0x1x3 ( x0x2x3 ( x0x1x2x3.

Znajdziemy współczynniki bkj za pośrednictwem odpowiednich współ-czynników (kj i wprowadzimy otrzymane wyniki do macierzy boolowskich przekształceń.

Można zauważyć, że:

· istnieje tylko jedno rozwiązanie, ponieważ tylko jeden współ-czynnik znajdują się na głównej przekątnej jest równy 1;

· rozmiar macierzy jest tylko o jeden mniejszy od rzędu, dlatego istnieje tylko jedna wartość wektora pozycyjnego , które można przyjmować tylko w zaokrągleniu podstawowego przybliżenia;

· istnieją cztery cykliczne procesy (na macierzy przekształceń tylko jeden z nich) wektor pozycyjny poszukiwanych wartości przyj-muje wartości w każdej skali pozycyjnej siatki;

· wartości wektora pozycyjnego określone są przez równania wyjś-ciowe, nie mogą być otrzymane w trakcie wykonywania procesu iteracyjnego;

· wektor pozycyjny, odpowiadający rozwiązaniu, może być otrzy-many tylko wtedy jeśli był wzięty w charakterze podstawowego przybliżenia.

Przytoczone przykłady pokazują, że zastosowanie macierzy boolowskich przekształceń może być pomocne przy znajdywaniu rozwiązania systemu logicznych równań w ogólnym przypadku, jak również przy analizie procesów iteracyjnych przy ich rozwiązywaniu.
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