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WPŁYW ROZMYTOŚCI WYPŁAT W GRZE STRATEGICZNEJ NA ZACHOWANIE MODELU ARBITRAŻOWEGO

Streszczenie:

W rozwinięciu tematu ukazane zostaną wybrane aspekty dotyczące oddzia-ływania niepewności informacji określającej wielkości wypłat na zacho-wanie modelu arbitrażowego w rozumieniu zbioru negocjacyjnego i rozwią-zań kooperacyjnych [26]. W tym przypadku należy uwzględniać nie tylko graczy, lecz również reguły arbitralne odnoszące się do poszukiwania racjonalnego i sprawiedliwego rozwiązania gry. Zakładamy, iż rozwiązania egalitarne z reguły rzadko bywają sprawiedliwe. Rozważania i analizę przeprowadzimy w odniesieniu do gier o sumie niezerowej traktując je jako ogólniejsze podejście niż w grach o sumie zerowej. Dopuszczalne rozwią-zania arbitrażowe powinny spełniać warunki optymalności w sensie Pareto [29], a wypłaty graczy powinny być nie mniejsze niż poziomy ich bezpieczeństwa (brak akceptacji dla wypłat niższych niż gwarantowane 
w grze niekooperacyjnej) [19]. J.Nash w swoich założeniach metodycznych [20] postawił wymóg spełnienia czterech podstawowych aksjomatów, które utrzymujemy w mocy dla rozważań opartych na wiedzy niepewnej t.j.: racjonalność, niezależność od przekształceń liniowych, symetria i nieza-leżność od alternatyw niezwiązanych [26]. Zgodnie z twierdzeniem Nasha istnieje jedno rozwiązanie arbitrażowe (x,y), które maksymalizuje wartość iloczynu: (x-x0)*(y-y0), gdzie (x0,y0) położenie status quo, x ( x0, y ( y0 . Rozmytość wypłat wpływa na kształt wieloboku wypłat [19] (rys.1), a tym samym wpływa na kształt zbioru negocjacyjnego, położenie punktu równowagi i poziom bezpieczeństwa [26].
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Rys. 1. Wpływ rozmytości na kształt i usytuowanie wieloboku wypłat, neg1, neg2 – zbiory negocjacyjne dla pierwszego i drugiego wieloboku wypłat.

W dalszych rozważania przyjmiemy nazwę wielobok rozmyty. Zasady two-rzenia zbioru negocjacyjnego są następujące:

· wyniki (na bazie strategii czystych lub mieszanych) dla wszystkich graczy zawarte w zbiorze negocjacyjnym nie mogą gorsze niż jakie-kolwiek pozostałe rozwiązania (kryterium Pareto).

· wyniki nie mogą być mniejsze niż ich poziomy bezpieczeństwa [  ], którym jest cena gry dla poszczególnych graczy.    

Aby wyznaczyć punkt status quo (SQ) przeprowadzane są na przykład negocjacje, który będzie odwzorowywał sprawiedliwy wynik. Zastosowanie metody arbitrażowej będzie prowadzić do znalezienia najkorzystniejszego Roz-wiązania, które w odniesieniu do SQ będzie charakteryzowało się podobnymi cechami (dot. sprawiedliwego podziału wypłat).

Model arbitrażowy oparty na strategiach, których wypłaty przedsta-wione są jako przedziały

W prostym wariancie postać normalna gry może wyglądać następująco:

Tablica 1. Rozmyta postać normalna gry o sumie niezerowej

	
	kolumna
1
	kolumna      2

	wiersz
1
	([wd11,wu11],[kd11,ku11])
	([wd12,wu12][kd12,ku12])

	wiersz
2
	([wd21,wu21],[kd21,ku21])
	([wd22,wu22][kd22,ku22])


W tablicy wykorzystano następujące oznaczenia: wdij,wuij- odpowiednio dolna i górna granica wypłaty dla wiersza (gracza 1) przy wyborze strategii i oraz j (Sij), kdij, kuij - odpowiednio dolna i górna granica wypłaty dla kolumny (gracza 2) przy wyborze strategii i oraz j (Sij). 

Konkretny przykład takiej gry mógłby wyglądać następująco:

Tablica 2. Przykład danych rozmytych dotyczących wypłat w grze o sumie niezerowej

	
	kolumna
1
	kolumna      2

	wiersz
1
	([2,3.4],[5,7.6])
	([8,11.5],[2.5,6])

	wiersz
2
	([3,5.1],[6.2,8.5])
	([-1.5,2],[0,3.4])


Aby oszacować wielobok wypłat należałoby rozważyć pełną permutację gier czyli 44 zestawów wypłat. Każda strategia Sij generuje cztery skrajne punkty wieloboku (podstrategie): (wdij,kdij), (wdij,kuij), (wuij,kdij), (wuij,kuij). Aby ukazać maksymalny zakres rozwiązań arbitrażowych nale-żałoby zbudować pełny zestaw wieloboków zbudowanych na tak wybra-nych zestawach permutacyjnych wypłat, aby boki tych figur utworzyły pasma odpowiadające zakresom możliwych wypłat. W efekcie końcowym powstaną dwa wieloboki (liczba boków może być większa od liczby strategii), z których jeden będzie wewnętrznym Pd a drugi zewnętrznym Pu, które zawierać będą wszystkie pośrednie wieloboczne struktury. Taki wielobok mógłby stanowić podstawę do tworzenia zbioru negocjacyjnego 
i najsprawiedliwszego wyniku  (rys.2).
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Rys. 2a,b,c, Tworzenie rozmytego wieloboku gry o sumie niezerowej.

Wyznaczanie poziomu bezpieczeństwa (wartości gier) jest związane z wy-borem maksymalnych wartości ceny spośród wszystkich zestawów gra-nicznych wartości rozmytych wypłat. Przyjrzyjmy się niektórym z nich:

Tablica 3. Wartości poziomów bezpieczeństwa dla dolnego i górnego zakresu wypłat
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Tutaj mamy dwa poziomy bezpieczeństwa: (2,57;3,95) dla kolumn i wierszy 
i jednocześnie dla dolnych ograniczeń wypłat oraz (4,63;5,48) dla kolumn 
i wierszy i jednocześnie dla górnych ograniczeń wypłat. Wykorzystując 
do optymalizacji Solver, narzędzie opisane w [13], znaleziono przy maksy-malizacji wypłat dla kolumn poziomy 8,41dla kolumn, a dla wierszy 4,51 oraz przy maksymalizacji wypłat wierszy odpowiednio 11,5 dla wierszy, 
a dla kolumn 7,55 (tablice 4,5). Kolejny etap to wyznaczenie zbioru wypłat paretootymalnych [20] zastosowanie metody graficznej najpełniej opisuje sytuację tworząc wymagania odnośnie dopuszczalnych poziomów rozwią-zania (rys.4). 

Tablica 4. Maksymalizacja wartości gry dla kolumny
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Tablica 5. Maksymalizacja wartości gry dla wiersza
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Tablice 4,5 przedstawiają realizację metody obliczania ceny gry i optyma-lizacji wysokości tej ceny dla kolumn i wierszy w warunkach kiedy parametry dotyczące wysokości wypłat przedstawione są w zadanych 
w tablicy 2 zakresach (interwałach). Do obliczania ceny gry wykorzystu-jemy zasadę strategii mieszanych, bazującą na szacowaniu częstotliwości wykorzystywania strategii czystych [29]. Dla optymalizacji wartości gry dla kolumny częstotliwości stosowania strategii 1 i 2 wiersza wyniosły odpo-wiednio: 1:9.5. oraz częstotliwości stosowania strategii 1 i 2 kolumny wyniosły:2.5:0.9 Podczas gdy dla optymalizacji wartości gry dla wierszy kolumna pierwsza zdominowała kolumnę drugą, a stosunek częstotliwości stosowania strategii 1 i 2 wiersza wyniósł: 3:8.1. Zastosowanie Solvera 
do optymalizacji ceny gry wymagało spełnienia warunków dotyczących zakresów rozmytości wypłat z tablicy 2. Optymalne wartości wypłat okreś-lone w procesie maksymalizacji ceny gry dla kolumn wyniosły:

	2
	11,5

	3
	2


a cena gry to 8.41, zaś poziom bezpieczeństwa wynosi: 4.51 
A optymalne wartości wypłat określone przy maksymalizacji ceny gry dla wierszy wyniosły: 

	3,4
	11,5

	3
	0


a cena gry to 11.5, a poziom bezpieczeństwa jest równy: 7.55 

Dla poszukiwania punktu Nasha bierzemy pod uwagę następujące wierz-chołki wieloboku gry, które spełniają wymienione w streszczeniu aksjomaty arbitrażu:

A:(3,8.5)

B:(5,8.5)

C:(11.5,5.6)

D:(11.5,2.5)

Punkty te spełniają jednocześnie kryterium Pareto, są więc najkorzystniejsze pod względem wysokości wypłat dla wszystkich graczy. Zbiór negocjacyjny może zawierać następujące odcinki (AB), (BC), (C,D). Zakładamy, że punkt status quo SQ położony jest w miejscu (1,1). Poszukując rozwiązania arbitrażowego policzmy wartości (x-x(SQ)*(y-y(SQ)) czyli (x-1)*(y-1) dla poszczególnych punktów zbioru negocjacyjnego:

A:(3-1)*(8.5-1)=0

B:(5-1)*(8.5-1)= 30

C:(11.5-1)*(5.6-1)= 48.3

D:(11.5-1)*(2.5-1)=15.75                                                                          (1)
Wartość iloczynu jest największa dla C. Rozwiązanie leży więc na odcinku BC lub CD. Prosta z odcinkiem BC ma równanie:

(y –5.6)=(8.5-5.6)/(5-11.5)*(x-11.5) czyli y= -0.45*x + 10.73        (2)
Podstawiając (2) do równania (x-1)*(y-1) otrzymujemy równanie paraboli, na bazie którego przeprowadzamy optymalizację ze względu na wartość argumentu x.

(x-1)*(-0.45*x + 10.73-1)= -0.45*x2 + 10.18*x – 9.73            (3)
Przyrównujemy pierwszą pochodną do zera:

-0.90*x + 10.18 = 0  stąd x = 11.31 oraz y= 5.64                   (4)
Dla prostej, na której leży odcinek CD mamy równanie x = 11.5. Maksymalna wartość y jest równa: 5.6 czyli w punkcie C. Jako punkt Nasha możemy uznać N(11.31,5.64)
Kolejna możliwość przeprowadzania analizy w celu znalezienia rozwiązania Nasha to uznanie jako status quo SQ poziomu bezpieczeństwa (tablice 4,5). 
Są to punkty: (4.51,8.41), (11.5,7.55). wybierzmy dolne poziomy wyzna-czone przez analizę rozmytą; będzie to punkt (4,51,7.55), są to współrzędne, które można uznać za punkt SQ’. Równanie arbitrażowe będzie miało pos-tać (x – 4.51)*(y – 7.55), a równanie paraboli stycznej do BC ma postać :

(x – 4.51)*( -0.45*x + 10.73 – 7.55) czyli –0.45*x2 + 5.21*x –14.34.    (5)
W tym przypadku punkt Nash’a ma współrzędne N’(5.71,8.13). Sytuację 
tę przedstawia rys.3. Trudno traktować oba znalezione punkty Nash’a jedna-kowo z uwagi na fakt, iż status quo wybrane dla szacowania N nie spełnia wymogu poziomu bezpieczeństwa, a dla N’ spełnia takie wymogi. 
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Rys. 3. Położenie bezpiecznego punktu arbitrażowego N’ oraz punktu nie spełniającego wymogów bezpieczeństwa N
Punkt N’ gwarantuje więc bezpieczny kompromis.

Jeżeli negocjacje dotyczące wyboru status quo się nie powiodą gracze mogą zastosować strategię gróźb: czyli zagrożenie zastosowaniem strategii nieko-rzystnej dla przeciwnika. Wówczas punktem status quo dla arbitrażu powi-nien być punkt wyznaczony przez optymalne strategie gróźb [26]. Strategię gróźb można łatwo sprowadzić do strategii różnicowych jeśli zbiór nego-cjacyjny leży na prostej nachylonej pod kątem –1. W przeciwnym przy-padku takie uproszczenie jest nieuzasadnione [19]. 

Jeśli jednak traktować punkt SQ jako punkt rozmyty to zadanie można rozwiązać w taki sposób aby arbitraż również miał lokalizację rozmytą (rys.4) 
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Rys. 4. Rozmytość rozwiązań arbitrażowych SN i SN’ wynikająca z rozmy-tości punktów status quo przy stosowaniu strategii czystych (rysunek poglądowy nie odnoszący się do przykładu z rys.3). 

WNIOSKI:

1. Rozmytość przedstawienia wypłat oraz punktów odniesienia nie tyl-ko przyczynia się do zbliżenia warunków gry do realiów lecz także czyni system bardziej elastycznym ze względu na szerszy zakres negocjacyjny i możliwość przedstawienia kompromisu arbitrażo-wego w określonym interwale.  

2. Wykorzystanie w analizie interwałowej Solver’ów pozwala na stoso-wanie różnokryterialnej optymalizacji zbliżając strony do wygod-nego dla wszystkich rozstrzygnięcia arbitrażowego.

3. Strategie rozmyte pozwalają także „balansować” w pewnych (wyni-kających z metod szacowania poziomu bezpieczeństwa) przedzia-łach, a nawet oceniać zagrożenia i poziom tegoż bezpieczeństwa.

4. Rozmytość nie wymaga wprowadzenia nowych rozwiązań w poszu-kiwaniu arbitrażu lecz jedynie poszerzenia analizy dotyczącej wpływu zakresu wykorzystywanych parametrów na przebieg i roz-wiązanie gry strategicznej. 
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